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频谱互质重排亚奈奎斯特率采样方法

钱　慧，杨　超
（福州大学物理与信息工程学院，福建福州 ３５０１０８）

　　摘　要：　本文提出了一种基于频谱互质重排的超低速率信号采样方法．该方法将稀疏傅里叶变换从离散时间域
拓展到连续时间域，首先通过互质结构傅里叶展开采样对频域稀疏信号的频谱分量进行重排和压缩，然后通过基于中

国余数定理的亚线性算法对信号进行了重构．实验结果表明，本文所提的采样方法可进一步降低频域稀疏信号的采样
速率．
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１　引言
　　亚奈奎斯特率采样（ＳｕｂＮｙｑｕｉｓｔＳａｍｐｌｉｎｇ，ＳＮＳ）是
指采样速率远低于信号两倍带宽（即，Ｎｙｑｕｉｓｔ率）的采
样方法［１］．近年来，随着压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，
ＣＳ）及其相关信号处理理论［２，３］的发展，依据信号的稀

疏性，而不是带宽采集信息的思想逐渐成为研究领域

的共识．目前，各种不同形式的 ＳＮＳ采样方法层出不
穷［４］，主要包括有限新息率采样（ＦｉｎｉｔｅＲａｔｅｏｆＩｎｎｏｖａ
ｔｉｏｎ，ＦＲＩ）［５，６］、随机解调采样（ＲａｎｄｏｍＤｅｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ，
ＲＤ）［７，８］和调制宽带转换采样（ＭｏｄｕｌａｔｅｄＷｉｄｅｂａｎｄＣｏｎ
ｖｅｒｔｅｒ，ＭＷＣ）［９，１０］三类．ＦＲＩ在信号波形结构已知的前
提下，利用类似于超分辨率谱估计的方式从部分频带

信息中重构样本．ＲＤ和ＭＷＣ都根据典型的ＣＳ原理从
频域稀疏信号中提取信号所携带的信息．ＲＤ和 ＭＷＣ
的不同之处在于，ＲＤ以有限维频域稀疏信号为基础，

而ＭＷＣ则可以处理无限维频域稀疏信号．这些ＳＮＳ方
法都在线性时不变子空间中处理信号的采样问题，最

低采样速率为信号稀疏度的两倍以上．本文将研究一
种频谱重排的 ＳＮＳ互质采样模式，以一倍以上的稀疏
度采集信号所携带的信息．

频谱重排是离散傅立叶变换（ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＦＴ）的主要特性．在离散时间域中，时域下
采样会导致其频域样本序号重排．对于频谱稀疏的离
散时间信号来说，频谱重排可有效地压缩邻近频率分

量之间的频率间隔，从而可以以部分 ＤＦＴ获得信号所
有的频域信息．ＡｎｎａＣＧｉｌｂｅｒｔ等研究学者首次提出利
用频谱重排可以减少频域稀疏信号的快速傅里叶变换

（ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＦＴ）处理点数［１１］．之后，ＭＩＴ的
研究团队对频域稀疏信号的 ＦＦＴ进行了广泛而深入地
研究，提出了亚线性（Ｓｕｂｌｉｎｅａｒ）稀疏傅立叶变换
（ＳｐａｒｓｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＳＦＴ）［１２］，其研究成果表明
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ＳＦＴ比传统ＦＦＴ计算速度快１０至１００倍［１３～１５］．
　　目前，频谱重排及其相关研究成果的主要应用对
象为离散时间信号．本文首次将频谱重排的方法应用
于信号的模数转换中．首先，我们确定连续时间时限信
号的等效离散模型及频谱重排方法．之后，将讨论多通
道结构的频谱重排 ＳＮＳ采样样本的频域特性，并结合
经典的谱估计理论和 ＣＲＴ对样本进行解压，依据压缩
信号处理方法（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ＣＳＰ）［１６］提
取样本的频率位置及系数，重构信号的Ｎｙｑｕｉｓｔ样本．

２　信号模型
　　考虑一个Ｌ２空间内的连续时间实信号 ｘ（ｔ），该信
号是Ｋ个波形信号的线性组合：

ｘ（ｔ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ａｋφ（ｔ－τｋ） （１）

式中幅度参数ａｋ∈［－１，１），而 φ（ｔ）为脉冲成形信号，

τｋ为时延参数．当∑
Ｋ

ｋ＝１
τｋ１时，该信号具有典型时域

稀疏特性．该信号的持续时间有限，当且仅当 ｔ∈［０，１）
范围内，ｘ（ｔ）不为零，其间断点有限可数，且最高频率不
高于ＷＨｚ．设时延参数为 τｋ＝γｋｔ０，γｋ为任意正整数，ｔ０
为小于１的正小数，表示信号脉冲之间的最小时间间
隔．信号 ｘ（ｔ）的傅立叶展开系数（ＦｏｕｒｉｅｒＳｅｒｉｅｓ，ＦＳ）
ｃｌ为：

ｃ［ｌ］＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ａｋｅ

－ｊ２πｌγｋｔ０Φ［ｌ］ （２）

式中Φ［ｌ］为 φ（ｔ）的傅立叶变换．显然，ｃ［ｌ］包含了
ｘ（ｔ）所有的参数信息，是本文主要讨论的信号．假设
φ（ｔ）频域为理想的低通矩形信号，此时 ｃ［ｌ］是多个谐
波信号的线性组合．当ＫＬ，ＦＲＩ等经典 ＳＮＳ采样理论
认为４Ｋ＋１个样点可以有效地重构 ｘ（ｔ）的 Ｎｙｑｕｉｓｔ样
本．而在离散时间域中，ＳＦＳ认为对于长度为Ｌ的样本，
当信号仅包含 Ｋ个复指数信号时，系统可以通过少于
２Ｋ的离散样本获取信号所携带的信息［１１］．因此，本文
考虑利用ＳＦＳ实现信号的ＳＮＳ采样．

３　互质频谱重排亚奈奎斯特率采样

３．１　频域展开采样样本的周期延拓分析
根据频域采样基本原理［１７］，在单位时间内，信号

ｘ（ｔ）输入Ｌ＝Ｗ＋１通道中，与频域展开核函数ｅｊ２πｌｔ（ｌ＝
－Ｌ／２，…，０，…，Ｌ／２－１）进行混频及积分，系统输出 ｘｌ
就是ｃ［ｌ］．本文考虑通过分析离散时间域信号频谱重
排的特性，获得面向频域展开采样样本的频谱重排．

考虑对信号 ＦＳ系数 ｃ［ｌ］以 Ｌ为周期进行周期延
拓，然后以σ为下采样因子进行周期拓展：

ｙ［ｌ］＝ｃ（［ｃｌ］）Ｌ，－Ｌ／２≤ｌ＜Ｌ／２－１ （３）

式中 σ为任意小于 Ｌ的正整数．根据 ＤＦＴ定义，序列
ｙ［ｌ］的Ｌ点ＤＦＴ可以表示为：

ＹＬ＝∑
Ｌ／２－１

ｌ＝－Ｌ／２
ｃ（［ｃｌ］）Ｌｅ－

２πｊｍｌ
Ｌ （４）

其中ｍ＝－Ｌ／２，…，Ｌ／２－１．根据 σｌ的取值范围，将表
达式（４）的右边分割为两个部分：

∑
ζ－１

ｌ＝－Ｌ／２
ｃ［σｌ］ｅ－

２πｊｍｌ
Ｌ ＋∑

Ｌ／２－１

ｌ＝ζ
ｃ［σｌ］ｅ－

２πｊｍｌ
Ｌ （５）

其中ζ＝「Ｌ／σ?，「·?为上取整函数．由于ｃ（［σｌ］）Ｌ＝ｃ
［σｌ－Ｌ］，从而有

∑
Ｌ／２－１

ｌ＝ζ
ｃ［σｌ］ｅ－

２πｊｍｌ
Ｌ ＝∑

Ｌ／２－１

ｌ＝ζ
ｃ［σｌ－Ｌ］ｅ－

２πｊｍｌ
Ｌ 　　

＝∑
Ｌ／２－１

ｉ＝σ
ｃ［ｉ］ｅ－

２πｊｉｍ
σＬ （６）

同样可以得到

∑
ζ－１

ｌ＝－Ｌ
ｃ［σｌ］ｅ－

２πｊｍｌ
Ｌ ＝∑

Ｌ／２－１－σ

ｉ＝－Ｌ／２
ｃ［ｉ］ｅ－

２πｊｉｍ
σＬ （７）

将式（６）和（７）代入（４），有

ＹＬ＝∑
Ｌ／２－１

ｉ＝－Ｌ／２
ｃ［ｉ］ｅ－

２πｊｉｍ
σＬ ＝Ｃ（σ－１ｍ） （８）

式中Ｃ（ｍ）为原序列 ｃ［ｌ］的 Ｌ点 ＤＦＴ变换，且有 σ·
σ－１＝１ｍｏｄＬ．由以上分析可知，在连续时间域中，可以
将频域展开核函数 ｅｊ２πｌｔ变换为 ｅｊ２πσｌｔ，从而获得信号周
期延拓的下采样样本ｘｌ＝ｃ［σｌ］．

为了获得循环下采样所需要两个部分的采样样

本，定义σ１σ２＝Ｌ，ｌｃｄ（σ１，σ２）＝１，考虑以 σ１为因子对
傅里叶级数展开采样样本 ｘｌ进行周期循环下采样变
换，其下采样样本ｘσ１ｌ的ＤＦＴ为：

Ｘσ１ｌＬ ＝Ｘ
σ１ｌ
Ｌ

「Ｌ／σ１?－１

ｌ＝０
＋Ｘσ１ｌＬ－１Ｌｌ＝Ｌ

σ１
＝２Ｘｌ＇Ｌ

σ２

ｌ＇＝０
（９）

显然当下采样因子为采样通道数Ｌ的分因子时，两个部
分的取值样点完全一致．对比式（８）和（９）可知，采样系
统只要选取合适的下采样因子就可以直接获取信号的

周期循环下采样样本，实现连续时间信号 ＦＳ的频谱
重排．
３．２　基于频谱重排的亚奈奎斯特率采样

如图１所示，本文将频域展开采样系统分成 Ｎ组，
分别以σ１到 σＮ为因子进行频域展开下采样处理．在
第ｐ个采样时间里，采样系统可以获得 Ｎ组样本 Ｘ^η（η
＝１，…，Ｎ），每组 Ｘ^η包含Ｌη个样本 ｘ^η，ｌη，且Ｌ１×…×ＬＮ
＝Ｌ．考虑将输出样本表示为向量的形式 Ｘ^＝［^Ｘ１，…，
Ｘ^Ｎ］

Ｔ，此时

Ｘ^＝ΓＶ（ｔ）Ａ （１０）
式中Ａ为长度为Ｋ的向量，第 ｋ个元素为 ａｋ，Ｖ（ｔ）为 Ｌ
×Ｋ矩阵，第ｌ，ｋ个元素为 ｅ－ｊ２πｌγｋｔ０，Γ是一个（Ｌ１＋… ＋
ＬＮ）×Ｌ维下采样矩阵，其第ｌ，ｍ个元素为

７０５２
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ｖｌη，ｌ＝
１， ｉｆｌ／Ｌ′η＝整数（ＬηＬ

′
η＝１ｍｏｄＬ）

０，{ 其他
（１１）

３．３　基于中国余数定理的频谱重构
式（１０）显示，基于频谱重排的 ＳＮＳ采样系统输出

也是一个包含多个谐波频率的线性组合．考虑第 η组
{样本 ｘ^η，ｌ}

η

Ｌη
ｌη＝１
，其Ｌη点ＤＦＴ为δ（ｍ－^ｑη，ｋ），式中 ｑ^η，ｋ是

需估计的频率参数γｋ关于Ｌη的余数．由于采样系统包
含了 Ｎ组样本，通过对每组样本分别求取 ＤＦＴ可以获
得参数 γｋ关于 Ｎ组 Ｌη的余，根据经典的 ＣＲＴ基本原
理，参数γｋ可以获得唯一解．具体算法实现过程如下
（以双通道为例）：

输入参数： {两组采样样本 Ｘ^１，^Ｘ }２ ，下采样因子
Ｌ１、Ｌ２，参数个数Ｋ， {输出参数集合 τｋ，ａ}ｋ

Ｋ
ｋ＝１．

初始化：定义频率参数集合Ω＝｛γ１，…，γＫ｝．

　　时延估计：求取采样样本的 {ＤＦＴ ｙｍ }
１

Ｌ１
ｍ１＝１

{
和

ｙｍ }
２

Ｌ２
ｍ２＝１
．迭代过程：获得第１组样本 ＤＦＴ的第 ｋ（ｋ＝

１，…，Ｋ）个样值的位置 ｑ^１，ｋ，作为参数 γｋ关于 Ｌ１的余．
根据ＣＲＴ的基本原理，参数γｋ关于Ｌ２上的位置可能为
ρｌ＝（^ｑ１，ｋ＋ｌ·Ｌ１）ｍｏｄＬ２（ｌ＝１，…，Ｌ２）．取出第２组样本
ＤＦＴ中相对应位置的 Ｌ２个幅值｛ｙｍ２，ρｌ｝，将这些幅值与
第１组样本中位置 ｑ^１，ｋ所对应的幅值ｙｍ１，^ｑ１，ｋ进行比较，把
幅值差距最小的位置定为参数 γｋ关于 Ｌ２的余 ｑ^２，ｋ．计
算γｋ＝^ｑ１，ｋｔ１Ｍ１＋^ｑ２，ｋｔ２Ｍ２和τｋ＝γｋ／（Ｌ１·Ｌ２）．

幅度估计：依次将 ｋ个参数 γｋ和两组采样样本
｛^Ｘ１，^Ｘ２｝分别代入下列表达式中

ｃｌη（ｋ）＝Ｍηｅ
－ｊ２πγη，ｋ／（Ｌ１·Ｌ２）∑

Ｋ

ｋ＝１
ｘ^ｌｅ

ｊ２πγη，ｋ／Ｍη （１２）

取ｃｌη（ｋ），ｌη＝０，…，Ｌη，η＝１，２的中值即为预估计的幅
度参数ａｋ．

４　仿真分析
　　我们固定采样通道分组数为２，对幅度参数以及时
延参数在规定的范围内进行随机取值１０００次构建原始
信号模型．固定Ｎｙｑｕｉｓｔ率Ｌ＝１０２４Ｈｚ，信号的可压缩特
性表示为参数个数Ｋ与Ｌ的比值．

首先，我们分析本文方法获得９０％平均重构概率
时，系统采样点数和稀疏参数个数之间的关系．在图２
（ａ）的仿真结果显示，本文方法在采样样点为稀疏参数
个数３倍以上时可以获得９０％平均重构概率．图２（ｂ）
显示，当信噪比为１０ｄＢ时，采样点数需为稀疏参数个
数的６倍．图２（ｃ）显示，随着信噪比的提升，成功重构
原始信号所需要的采样点数迅速下降，约为稀疏参数

个数的３２倍．

　　其次，我们将本文的算法与经典的 ＦＲＩ算法进行
了对比分析．图３显示了参数个数固定为１６时，两种方
法获得９０％平均重构概率所需的采样点数与ＳＮＲ的关
系．在低信噪比情况下，本文方法所需的样点也会受到
参数个数的影响，但总体性能优于 ＦＲＩ方法．图４和图
５的实验结果表明经典 ＦＲＩ所需的采样点数由参数个
数决定，而本文方法与下采样通道数的选取及其相关

下采样因子有关．当采样系统重构信号所需的参数个
数越多，本文的方法重构优势越显著．

５　结论
　　本文根据信号时域下采样等价频域频谱重排的基
本思想，首次将稀疏傅里叶变换应用于模拟信号的低

速率采样中，提出了一种新的低速率亚奈奎斯特率信
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号采样方法．上述一系列实验结果表明，该算法能在信
号波形结构已知的前提下，以极低的速率重构连续时

间信号．与现有的亚奈奎斯特采样方法不同，本文采样
方法中采样样点的个数是决定信号重构性能的重要参

数．在样本点数以及参数个数较少的情况下，本文所提
出方法的重构性能低于经典 ＦＲＩ等亚奈奎斯特采样方
法．但是随着样本点数的以及参数个数的增加，本文方
法的重构性能会明显更为稳定，成功重构原始信号所

需的采样样点数相较其他算法有显著的降低．
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